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SERIES ENTIERES

1 Définition générale

Dans tout ce chapitre K va désigner le corps R ou C.

1.1 Définition

On appelle série entiére toute série de fonctions dont le terme général s’écrit :

Un(x) = apz™ avec (ap,z) € C2

1.2 Lemme d’Abel

Supposons qu’il existe un zp € K tel que la suite (apz() soit bornée. Alors Vz € K tel
que |z| < |xgl, la série Y a,z™ converge absolument.

Preuve

La suite (a,x() est bornée alors 3IM > 0; Vn € N; |apzg| < M. On a :

n

<M

n
x z
|anz"| = lanzg| | — —

Lo

n
Or la série géométrique > |7=| converge (car |z| < |zo|) d’aprés le théoréme de comparaison la

série Y |anz™| converge. C'est a dire Y a,z™ converge absolument.

1.3 Rayon de convergence

Du théoréme précédent, on peut déduire le théoréme suivant (a admettre) :

Théoréme

Il existe un et un seul réel positif R (éventuellement nul ou infini) tel que l'on ait :
1. La série > a,x™ converge absolument pour tout x tel que = < |R).

2. > anpz™ diverge pour tout z tel que |z| > R.

Le réel R est appelé rayon de convergence de la série entiére > a,z".

Remarques

1. Si R > 0, 'ensemble D = {z € K / |x| < R} est appelé disque de convergence.

2. SiVz € K; > apz™ converge absolument alors R = +00.
SiVz e K; > anz™ diverge alors R = 0.

Techniques de calcul de R

Pour calculer la rayon de convergence d’une série entiére Y a,x™, on se sert habituel-
lement des critéres de Cauchy ou de d’Alembert pour les séries associées.




Exemple

1. Rayon de convergence de la série complexe S U, (2) avec Uy, (z) = 2.

n()(
Utilisons le critére de d’Alembert pour la série ) | |Up(2)].

|Un(2)] (n+1)> zn - n+1
) Uni1(2)|
ngrfoo Uz | 12

Si |z| < 1 alors Y |Up(z)| converge.

On en déduit que Si |z| > 1 alors Y |Uy,(2)| diverge. Done £t = 1.
2. an% On a: Uy(z) = nz%
Appliquons le critéere de Cauchy a > |Up(2)] :
o il
. 2V )z
[Un(2)| = |l T3

lim /|Un(2)] = lim @:0<1

n—-+o00 n—+o0o N

D’apres le critére de Cauchy ) |U,(z)| converge Vz € C. Donc R = +0o0.

2 Addition et multiplication de séries entiéres

2.1 Théoréme 1

Soit Y anz™ et > bpx™ deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R et
Ry. Alors la série entiére > (a, + by)z™ a un rayon de convergence R tel que R >

inf(Ry, Ra).

De plus R = inf(Rl,Rg) si R1 75 RQ.

Et on a :
+oo +oo +o0
Z(an + by)z" = Zanx” + anm” Ve / |z| < R
n=0 n=0 n=0

2.2 Théoréme 2

Soient Y apz™ et > byx™ deux séries entiéres de rayons de convergence R; et Ra. Alors
la série entiére produit ) c,z™ définie par :

n
cn = agby, + arby—1 + -+ apby = Z agbp—j
k=0

a un rayon de convergence R tel que R > inf(Ry, R). Et on a :

+o0 +oo +oo
chx" = (Z anac") X <Z bnx"> Va / |z| < inf(Ry, Rg)
n=0 n=0 n=0

3 Séries dérivées et séries primitives

Nous allons, sans le démontrer, donner quelques théorémes relatifs aux séries dérivées et séries
primitives d’une série entiére.




3.1 Théoréme 1

3.1 Théoréme 1

Une série entiére Y a,z™ de rayon de convergence R converge uniformément sur tout
compact de la forme :

D,={xeK/|z|<¢p} avecp <R

Du théoréme 1, on peut déduire les théorémes suivants :

3.2 Théoréme 2

La somme S(z) = 370 a,2" d’une série entiére est continue sur le disque de conver-

gence Dp = {z € K / |z| < R}.

3.3 Théoréme 3 (intégration)

On peut intégrer terme & terme une série entiére réelle sur son intervalle de convergence.
C’est a dire :

x+oo +oo
n n n+1
Vz €] — R, RJ; / ant )dt = Z/ ant™)dt = +1w

De plus la série obtenue par intégration a le méme rayon de convergence que la série

> anz™.

3.4 Théoréme 4 (Dérivation)

On peut dériver terme & terme une série entiere réelle sur son intervalle de convergence.

C’est & dire :
+o0 ! 00
Vr €] — R, R]; (Z(anx”)> = napz"!

n=0

De plus la série obtenue par dérivation a le méme rayon de convergence que la série

> ana™.

4 Développement d’une fonction en série entiére

On considére ici des séries entiéres > a,z™ & termes réels c’est a dire les a, € R et z € R. Le
probléme qu’on se pose est le suivant :

Probléme

Etant donné un itervalle I C R tel que 0 € I et une fonction f € F(I,R). Existe-t-il

une série entiére Y a,a™ telle que U'on ait : Vo € I; f(z) = 3120 apa™?

Dans ce cas on dira que f est développable en série entiére sur /.

4.1 Recherche d’une condition nécessaire

Soit f € F(I,R). Supposons que f soit développable en série entiére. C’est a dire Vz € I; f(x) =
o0 apa™. Alors f(0) = ag.

En dérivant on aura : f'(z) = >.,'% na,a™ 1. Donc f/(0) = aj.

(@) = 32525 n(n — 1)ayz™ 2 Donc f7(0) = 2as c'est a dire ag = ! (0)




4.1 Recherche d’une condition nécessaire

P (z) = i:i; n(n—1)...(n—p+1)a,2"P. Donc fP)(0) = pla, donc a, = %. On a alors :

+T00 s(n
Veel; f(x)= me"

n!
n=0

e Condition suffisante :
Considérons maintenant une série entiere y  a,z™ telle que :

(0
VvneN; a,= ' avec f e C™(I,R)
n!
Ve eI; f(x) = :i% anx™. On fait un développement de Mac Laurin de f a lordre n.

Et on a:

/ 1" (n) (n+1) 0
ek B e 1= 10 PO L0 1V £

Soit Sy, la suites des sommes partielles de ) a,z™. On a :

k=0 k=0 ’

On a (n1)
(0
Veel;, f(x)—Su(x)= fi(x)x"'ﬂ (Reste de Mac Laurin r,(z))
(n+ 1)
Supposons que Yz € I; f(x) = lim,— 400 Sn(z) = 372 a,2™. Et on a le théoréme suivant :
Théoréme

Soit I un intervalle de R tel que 0 € I et f € C*°(I,R). Pour que f soit développable
en série entiére sur I, il faut et il suffit que le reste de Mac Laurin de f tend vers 0;
Vo e I.

Cas ou les dérivées successives sont bornées

Supposons que Vn € N (f(n))nEN est bornée.

IM > 0; VneN; Va e I; )f(”)(x)‘ <M
Le reste de Mac Laurin r,(x) est tel que :

X

(n+1)!

(n+1)!

[rn(2)] = |

n+1 |

|$|"+1
(n+1)!
Donc Vz € I; lim, 10

limy, oo T () = 0.

Or la série > M converge VY € I (appliquer d’Alembert).

M|$|n+1

TFr = 0 (condition nécessaire de convergence d’une série). D’ou




4.2 Applications aux fonctions élémentaires

Théoréme

Soit f € C*(I,R) avec 0 € I.
Pour que f soit développable en série entiére sur I, il suffit que les dérivées successives
de f soient bornées. C’est a dire :

IM > 0; Vn € N:Vz € I; ‘f(")(:r)‘ <M

4.2 Applications aux fonctions élémentaires

Développement en série entiére des fonctions Cosinus et Sinus
e La fonction f(z) = cos(x) est de classe C* sur R. On a :
vneN; f™(z)=cos (x + ng)

Donc |f™(x)| < 1. D’ou la fonction cos est développable en série entiere sur R. Et on a :

% cos(™ oo nm
Vr € R; cos(z) = Z Cosnl((l)mn — Z Cosn('?)xn
n=0 ' n=0 ’
Sin=2p;  cos (%) = cos(pm) = (1)

Sin=2p+1; cos(%r) :COS(W) =0

oo 2 4
N _ (_1)]7 2p __ z x (_1)[) 2 —
Doucos(w)-pzo (2p)!xp_1—§+ﬂ+-..+(2p)!xp+... (R = +00)
(’W \ CL | o donc ‘WPH = [2I* donc R = —i—oo)
" @2 (2p)! Wy | (2p+2)(2p+1)

e La fonction f(z) = sin(x) est de classe C* sur R. On a :
C ) () — g T
VneN;  fU(z)=sin <x+n2>

Donc | (z)| < 1. D’o la fonction sin est développable en série entiére sur R. Et on a :

+oo . (n) ERS nm
Ve € R; sin(z) = Z MI” - Z Mfgn

n! n!
n=0 n=0
On trouve :
3 5
. _ T L (=P 2p+1 _
Sln(m)_x_a_i_a_}_..-—'—mx +... (R—+OO)

Développement en série entiére des fonctions e” ; ch(z) ; sh(z)

e La fonction f(x) = e” est de classe C*° sur R. De plus la fonction est bornée sur tout compact
[—a, a] de R. Donc e est développable en série entiére sur R. Et on a :

—+00
oS0
cT T T

n=0




4.3 Application de 'intégration

exzzx— et R =400

On a aussi en remplacant  par —x :

eOna:

e On a:

4.3 Application de l’intégration

On sait que la série entiére »  ¢™ a un rayon de convergence 1.

EtonaVt /|t <1 o9 =L,
z [+0o0 ¢ q
/ ot dt:/ —at
o \\5o o 1—1
+o00 T
Z(/ tndt):—ln(l—x)
n=0 0
donc :
+oo  nt1 2 3
xr X X
In(1 — = — = —r——— —+... R=1
n( x) ;Wﬂ T 5 3+ ( )
D’ou :
too n+1 2 3 4
X X xr xr
n(l+z) =In(1 - (-=)) nzo(>"+1x S t3 ot

Si on remplace x par 1 on aura : (c’est une limite)

In2 = f (D"

n=0




4.3 Application de 'intégration

Développement en série entiére de arctan

+o00
1
—ch” R=1
n=0

1—xz
1 1 +oo +oo
2\n n,.2n
— g — = _1
14+ 22 1—(—%2) Z( $> Z( ) r
n=0 n=0
/1’ 1 to0 g )
EE / (1)t
o 1+t nz:() 0
+oo 2n+1
x
t = -1H" R=1
arctan Z( ) T 1
n=0
On remplace x par 1 on aura :
TN~ ()
4 L2 +1
n=0

Développement en série entiére de (1+ 2)%; a€R

On a:

—1
(1+$)0‘:1+a$+a(a2')x2+...




